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MODELE DYNAMIKI

Charakterystyki dynamiczne czasowe

Charakterystyki dynamiczne opisuja
zachowanie uktadu podczas zmian
sygnatéw w czasie. W przeciwienstwie do
charakterystyk statycznych uwzgledniajg
one bezwtadnosé, opdznienia oraz sposdb
przechodzenia uktadu pomiedzy kolejnymi
stanami ustalonymi.

Dynamiczny model uktadu przedstawia sie
czesto w postaci schematu blokowego. Blok
oznacza obiekt lub uktad poddawany
analizie, natomiast sygnat x(t) jest sygnatem
wejsciowym (wymuszeniem)
doprowadzanym do obiektu. Sygnat y(t)
stanowi odpowiedz uktadu, czyli sygnat
wyjsciowy. Zaleznos$¢ pomiedzy sygnatem
wejsciowym i wyjsciowym opisuje model
matematyczny obiektu, np. w postaci
réwnania rézniczkowego lub transmitancji.

Warto zauwazyd, ze rézne typy obiektéw
mogag w odmienny sposéb reagowac na to
samo wymuszenie wejsciowe x(t). Oznacza
to, ze dla identycznego sygnatu
wejsSciowego przebieg sygnatu wyjSciowego
y(t) moze miec rézny ksztatt, czas
narastania, przeregulowanie lub opdznienie.

Analiza odpowiedzi uktadu na wymuszenia
pozwala okresli¢ jego wtasciwosci
dynamiczne oraz dobra¢ odpowiedni model
matematyczny opisujgcy jego zachowanie.

Uktady ciggte o parametrach skupionych
opisuje sie najczesciej za pomocg rownan
rézniczkowych zwyczajnych o statych
wspodtczynnikach. Natomiast uktady

o parametrach roztozonych, w ktérych
wielkosci fizyczne zalezg zaréwno od czasu,
jak i potozenia, opisuje sie za pomocg
réwnan rézniczkowych czastkowych.

W przypadku uktaddw liniowych

i stacjonarnych (LTI — Linear Time-Invariant)
wspotczynniki réwnan rézniczkowych nie
Zmieniajg sie w czasie, co pozwala na
zastosowanie przeksztatcenia Laplace'a.
Natomiast uktady dyskretne opisuje sie
réwnaniami réznicowymi, a do ich analizy
wykorzystuje sie transformate Z.

x(t)

WYMUSZENIE

y(t)

> CZtON >

CHARAKTERYSTYKA
CZASOWA

Rys. 1. Schemat blokowy uktadu dynamicznego, gdzie x(t) oznacza sygnat wejsciowy
(wymuszenie), y(t) sygnat wyjsciowy (odpowiedz uktadu), a blok ,czton” reprezentuje

analizowany element lub proces.
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METODA OPERATOROWA

Charakterystyki dynamiczne czasowe

Przeksztatcenie Laplace'a £ odwzorowuje
funkcje czasu f(t) z dziedziny czasu t do
dziedziny zmiennej zespolonej s. Zmienna
zespolona s, nazywana zmienng
operatorowa Laplace'a, ma postac:

s=0+jw 0]

gdzie:
o — czesé rzeczywista
odpowiedzialna za wzrost lub
zanik sygnatu
w — czesc urojona zwigzana
z wiasciwosciami
oscylacyjnymi sygnatu

Przeksztatcenie Laplace'a £ polega na
pomnozeniu funkcji czasu f(t) przez
czynnik e 5t i jej catkowaniu w granicach od
zera do nieskonczonosci:

L) = F(s) = f f@©) e tde (@)
0

Dzieki temu réwnanie rézniczkowe zostaje
zastgpione réwnaniem algebraicznym.

Po rozwigzaniu réwnania algebraicznego,
wynik sprowadza sie do dziedziny czasu za
pomocga odwrotnego przeksztatcenia £71,
wykorzystujgc tzw. wzér Bromwicha—Mellina.
W tym celu funkcje zmiennej zespolonej
F(s) mnozy sie przez eS¢, catkuje wzdtuz
pionowej prostej na ptaszczyznie zespolonej

. . L |
i mnozy przez wspotczynnik ;j:

L7HF ()} =f(®)

1 exjoo 3)
= T f F(s)-eStds
c—joo

Bezposrednie rozwigzywanie réwnan
rézniczkowych w dziedzinie czasu jest
czesto bardzo pracochtonne. Z tego
wzgledu w analizie uktadéw automatyki
powszechnie stosuje sie metode
operatorowa opartg na opisanym
przeksztatceniu.

obszar czasu t

FUNKCJA RZECZYWISTA
ZMIENNEJ RZECZYWISTE)
N|  Rachunek

ODPOWIEDZ OBIEKTU

rézniczkowy

L ft), f't), f'(t /

PRZEKSZTALCENIE
PROSTE £

L{f(t)}

Rachunek

PRZEKSZTALCENIE
ODWROTNE £

L{F(s)}

operatorowy

\ 3
| F(s), sF(s), sZF(s)‘/

FUNKCJA ZESPOLONA
ZMIENNEJ ZESPOLONEJ

(przeksztatcenia
algebraiczne)

obszar zmiennej zespolone;j s
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TRANSFORMATA
ODPOWIEDZI

Rys. 2. Schemat metody
operatorowe.
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TRANSMITANCJA OPERATOROWA

Transmitancja operatorowa jest funkcjg
wymierng zmiennej zespolonej s,
stanowigcg matematyczny opis wtasciwosci
dynamicznych uktadu. Definiuje sie jg jako
stosunek transformaty Laplace'a sygnatu
wyjsciowego do transformaty sygnatu
wejsSciowego przy zerowych warunkach
poczatkowych:

gdzie:
G (s) — transmitancja
operatorowa uktadu,
Y(s) — transformata Laplace'a
sygnatu wyjsciowego,
X(s) — transformata Laplace'a
sygnatu wejsciowego.

Charakteryzuje sie ona nastepujgcymi
cechami:

® Zalezy wytacznie od struktury
i parametrow samego uktadu, a nie
od sygnatu wejsciowego.

® Nie odwzorowuje jednoznacznie
budowy fizycznej obiektu — rézne
uktady (np. elektryczne, hydrauliczne
i mechaniczne) moga miec doktadnie
te sama transmitancje operatorowa.

® Umozliwia tatwe wyznaczenie
odpowiedzi uktadu na dowolne,
dajace sie przeksztatci¢ wymuszenie.

® Moze zosta¢ wyznaczona zaréwno
analitycznie z réwnan rézniczkowych,
jak i eksperymentalnie na podstawie
odpowiedzi uktadu na znane sygnaty
testowe.

Anna Gibas, Jakub Grzeda

Charakterystyki dynamiczne czasowe

Znajac transmitancje oraz sygnat wejsciowy,
odpowiedz uktadu wyznacza sie
z zaleznosci:

Y(s) =G(s)-X(s) (5)

a nastepnie przeprowadza odwrotne
przeksztatcenie Laplace'a:

y(©) = L7HY(s)} = L7HG(s) - X(s)}  (6)

CHARAKTERYSTYKI CZASOWE

Charakterystykg czasowa nazywa sie
przebieg sygnatu wyjsciowego uktadu

w funkgji czasu w odpowiedzi na okreslone
wymuszenie podane na wejscie uktadu
znajdujacego sie poczatkowo w stanie
réwnowadgi.

Zastosowanie znormalizowanych sygnatéw
testowych umozliwia poréwnywanie
wiasciwosci dynamicznych réznych uktadow
oraz wyznaczanie ich parametréw
dynamicznych.

Najczesciej stosowane sygnaty testowe to
wymuszenie skokowe, impulsowe
i rampowe (Rys. 3, Tab. 1).

W praktyce najczesciej analizowana jest
odpowiedz na skok jednostkowy (a = 1),
poniewaz pozwala ona w prosty sposdb
wyznaczy¢ najwazniejsze parametry
dynamiczne uktfadu, takie jak stata czasowa,
opdznienie, przeregulowanie czy czas
ustalania.

Oproécz charakterystyk czasowych do opisu
wiasciwosci dynamicznych wykorzystuje sie
réwniez charakterystyki czestotliwosciowe,

omawiane w dalszej czesci kursu.
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Charakterystyki dynamiczne czasowe
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Rys. 3. Typowe wymuszenia: skokowe, impulsowe, liniowe.

\

Tab. 1. Typowe charakterystyki czasowe oraz odpowiadajgce im wymuszenia

typ charakterystyki

charakterystyka
skokowa

charakterystyka
impulsowa

charakterystyka
rampowa

typ wymuszenia x(t)

wymuszenie
skokowe x(t)

wymuszenie
impulsowe 6(t)

wymuszenie liniowe
zalezne od czasu

x(t)
opis wymuszenia x(t) =0-1(t) f;“’ s()dt =1 x(t)=0
dlat <0 dlat<0
6(t)=0
x(t) = a-1(0) dlat#0 x(©)=b-t-1(t)
dlat=0 dlat>0
6(t) =
dat=0
Transformata _ _2 | X =£L{s®}r=1 _ _b
wymuszenia X (s) X(s) = Lix(0) s X(s) =L{x(O)} = 2

Charakterystyka
czasowa

y(t)
=L7HG(s) - X(s)}

y() = h(t) .
=7{6()

y(@) = k()
=L HG(s) - 1}

y(@) =v(®)
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CHARAKTERYSTYKI CZASOWE CZLONOW PODSTAWOWYCH

Dla przedstawionych wczesniej w tej instrukcji podstawowych cztonéw automatyki mozna
wyznaczy¢ ich transmitancje oraz charakterystyki. Ponizej podano wybrane charakterystyki
czasowe wszystkich cztonéw podstawowych obliczone na podstawie Y (s) liczonych jako
iloczyn transmitancji tych cztondw oraz transformat sygnatu wejsciowego L7{G(s) - X(s)}
podanych w Tab. 1

CZtON PROPORCJONALNY

W cztonie proporcjonalnym (bezinercyjnym) w kazdej chwili czasu sygnat wyjsciowy y(t) jest
proporcjonalny do sygnatu wejéciowego x(t).

Transmitancja cztonu proporcjonalnego: G(s) = k

gdzie k to wspdtczynnik wzmocnienia, stosunek odpowiedzi y(t) do wymuszenia x(t).

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:

® skokowa H(s) =k -g h(t) =k-a-1(t)

® impulsowa K(s)=k-1 k(t)=k-6(t)

® rampowa V(s) =k SE v(t)=k-b-t-1(t)

h A k A v A = k X
k - o0
h=k-x
x=0 _
- - a = arctan(k - b)
t t t

Rys. 4. Charakterystyka skokowa, impulsowa i rampowa dla cztonu proporcjonalnego.

Przyktadem realizacji cztonu
proporcjonalnego jest L}
rezystancyjny dzielnik napiecia.

Transmitancja czwdrnika jest dana wzorem: Ra
Rz o— —
G(s)=k= 7
@ =k=p7x )

Rys. 5. Czwornik proporcjonalny.
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CZEON INERCYJNY PIERWSZEGO RZEDU

Odpowiedz czasowa cztonu na skutek pewnej bezwitadnosci (inercji) charakteryzuje sie
wystepowaniem stanu przejsciowego, po zaniknieciu, ktérego sygnat wyjsciowy staje sie
proporcjonalny do sygnatu wejsciowego (ze wspdtczynnikiem proporcjonalnosci k)

Transmitancja cztonu inercyjnego: G(s) = %

gdzie k to wspdtczynnik wzmocnienia, T to stata czasowa

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:

t
® skokowa Hs)=—=2 h®)=k-a-(1-e77) 1(t)
k kL
® impulsowa K(s) = 1 1 k()= TerT 1(t)
k b _t
® rampowa V) =—=2 vt)=k-b- (t ~T-(1-e r)) 1(t)
h A k k v A
K= T
0,63k - x : E
: : 0,36k
! ! T
T i E _ a = arctan(k - b)
> | " <> -
P
3T ot T t ‘74 ‘

Rys. 6. Charakterystyka skokowa, impulsowa i rampowa dla cztonu inercyjnego I-rzedu

Przyktad realizacji cztonu inercyjnego

przedstawia czwérnik RC inercyjny. . D‘ .
Transmitancja czwdrnika RC jest dana c
wzorem: ——
o— —0
k 1
G(s) = = (8) - : ,
Ts+1 RCs+1 Rys. 7. Czwérnik RC inercyjny.
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CZEON CALKUJACY IDEALNY PIERWSZEGO RZEDU

W cztonie catkujacym idealnym sygnat wyjsciowy jest proporcjonalny do catki sygnatu
wejsciowego.

Transmitancja cztonu catkujacego idealnego pierwszego rzedu: G(s) = g = Tis

gdzie k to wspdtczynnik wzmocnienia (tzw. predkosciowego), T; czas catkowania

Jezeli na wejsciu cztonu catkujgcego idealnego pojawi sie sygnat staty to sygnat wyjsciowy
bedzie narastat w funkcji czasu liniowo. Wspétczynnik k reprezentuje stosunek pochodnej
wzgledem czasu (predkosci) odpowiedzi do wartosci wymuszenia, stad tez nazywany jest
wzmocnieniem predkosciowym.

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:

® skokowa H(s)=%-% ) =k-a-t-1(t)

® impulsowa K(s) = g 1 k() =k-1(t)

® rampowa V(s) = § -S% v(t) = kz;b- t2-1(t)

A A A
h h=Fk-x k v h=k-x
k=k-x
a = arctan(k - b) - -
t t t

Rys. 8. Charakterystyka skokowa, impulsowa i rampowa dla cztonu catkujgcego idealnego
[-rzedu.
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CZLON ROZNICZKUJACY IDEALNY

W cztonie rdézniczkujgcym idealnym sygnat wyjsciowy jest proporcjonalny do pochodnej
sygnatu wejsciowego wzgledem czasu.

Transmitancja cztonu rézniczkujgcego idealnego: G(s) = ks = Ty4s

gdzie k to wspdtczynnik wzmocnienia, T4 czas rézniczkowania

Poniewaz stopien licznika transmitancji jest wyzszy od stopnia mianownika czton ten jest
niemozliwy do zrealizowania w praktyce i moze by¢ modelowany jedynie w przyblizeniu.

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:

® skokowa H(s)=ks = h(t) =k-a-6(t)
® rampowa V(s) = ks -S% v(t) =k-b-1(t)
h A v A
2 h-o o
v=k-x
t t

Rys. 9. Charakterystyka skokowa i rampowa dla cztonu rézniczkujgcego idealnego.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 8 Politechnika Wroctawska
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CZLON ROZNICZKUJACY RZECZYWISTY

Czton rdézniczkujgcy rzeczywisty jest uktadem ztozonym z szeregowo potgczonych cztondw:
inercyjnego i rézniczkujacego idealnego.

ks
Ts+1

Transmitancja cztonu rézniczkujgcego rzeczywistego: G(s) =

gdzie k to wspdtczynnik wzmocnienia, T to stata czasowa

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:

1
® skokowa H(s) =222 () =%-a-(e77)-1()
1
® rampowa V(s) = %s% v(it)=k-b- (1 — e_?) -1(t)
v A
hl g
T R
0,63k - x4 : E
0,36k X |
T ! |
T | R
> > : >
T t T’: t

Rys. 10. Charakterystyka skokowa i rampowa dla cztonu rézniczkujgcego rzeczywistego.

Przyktadem realizacji cztonu C
rézniczkujgcego rzeczywistego (o : : o ‘o)
jest czwérnik RC rézniczkujacy rzeczywisty.
R
Transmitancja jest dana wzorem:
ks RCs © i °
G =7 T " Res+ 1 Rys. 11. Czwérnik RC rézniczkujacy

rzeczywisty.
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CZEON OSCYLACYJNY DRUGIEGO RZEDU

W czton oscylacyjnym odpowiedZ na wymuszenie moze miec charakter oscylacyjny. Przebieg
czasowy odpowiedzi skokowej jest przebiegiem drgajgcym o pulsacji ttumionej wy.

O charakterze tych oscylacji decyduje wspétczynnik ttumienia drgan . W zaleznosci od jego
wartosci odpowiedz moze mie¢ posta¢ drgan niettumionych (¢ = 0), ttumionych (£ > 0), lub
narastajacych (¢ < 0) (Rys. 12). Im wieksza wartos¢ wspdtczynnika ttumienia, tym szybciej
zanikajg oscylacje i uktad osigga stan ustalony.

kwoz

Transmitancja cztonu oscylacyjnego: G(s) = SPr2Estag?
0

gdzie w, to pulsacja drgan niettumionych, £ to wspdtczynnik ttumienia

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:

kwy? a
s242&s+wp? s

® skokowa H(s) =

—fw —
h(t) = k -a- <1 —eF_;:Sln (a)o -t + arctg_“lfgz)> . 1(t)

T T t —‘ T T t

Rys. 12. Charakterystyka skokowa dla cztonu oscylacyjnego dla réznych wartosci
wspotczynnika ttumienia é§ = 0,& > 0 oraz € < 0.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 10 Politechnika Wroctawska
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CZLON OPOZNIAJACY

Odpowiedz cztonu opdZniajacego jest identyczna z sygnatem wejsciowym, jednak wystepuje
po uptywie okreslonego czasu opdznienia 7.

Transmitancja cztonu opdZniajacego: G(s) = k - e~ 05

gdzie k to wspodtczynnik wzmocnienia, Ty opdznienie

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:
® skokowa H(s) =k -e ™S -g h(t) =k-a-1(t —1p)

® impulsowa K(s)=k-e ™51 k(t)=k-&(t—1p)

® rampowa V(s) =k e "5 «S% v(t)=k-b-(t—1y) 1(t — 1)
h A k A v A v:k X
A ko oo
h=k-x
kxq---
a
:T0= t :T0= t <T_o>| t

Rys. 13. Charakterystyka skokowa, impulsowa i rampowa dla cztonu opdzniajgcego.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 1 Politechnika Wroctawska
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Charakterystyki dynamiczne czasowe

PYTANIA KONTROLNE

©ONOUAWN

Podaj wzér na transmitancje operatorowg oraz go omow.

Do czego stuzy proste i odwrotne przeksztatcenie Laplace’a?

Co trzeba zna¢, aby obliczy¢ odpowiedz uktadu?

Czym réznig sie wymuszenia: skokowe, impulsowe i rampowe?

Czym rézni sie wymuszenie od charakterystyki czasowej?

Czym rézni sie H(s) od h(t)?

Jaki wptyw na odpowiedz uktadu ma typ cztonu?

Ktéry czton nie jest mozliwy do zrealizowania w praktyce? Dlaczego?

Dwa uktady maja ten sam sygnat wejsciowy, ale jeden reaguje natychmiast, a drugi
z opdznieniem. Ktéry z nich wymaga opisu dynamicznego?
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