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MODELE DYNAMIKI

Charakterystyki elementéw automatyki

Charakterystyki dynamiczne opisuja
zachowanie uktadu podczas zmian
sygnatéw w czasie. W przeciwienstwie do
charakterystyk statycznych uwzgledniajg
one bezwtadnos¢, opdznienia oraz sposéb
przechodzenia uktadu pomiedzy kolejnymi
stanami ustalonymi.

Uktady ciggte o parametrach skupionych
opisuje sie najczesciej za pomoca réwnan
rézniczkowych zwyczajnych o statych
wspotczynnikach. Natomiast uktady

0 parametrach roztozonych, w ktérych

METODA OPERATOROWA

wielkosci fizyczne zalezg zaréwno od czasu,
jak i potozenia, opisuje sie za pomocg
réwnan rézniczkowych czastkowych.

W przypadku uktaddéw liniowych

i stacjonarnych (LTI — Linear Time-Invariant)
wspotczynniki réwnan rézniczkowych nie
zmieniajg sie w czasie, co pozwala na
zastosowanie przeksztatcenia Laplace'a.
Natomiast uktady dyskretne opisuje sie
réwnaniami réznicowymi, a do ich analizy
wykorzystuje sie transformate Z.

Przeksztatcenie Laplace'a £L odwzorowuje
funkcje czasu f(t) z dziedziny czasu t do
dziedziny zmiennej zespolonej s. Polega na
pomnozeniu funkgji czasu f(t) przez
czynnik eS¢ i jej catkowaniu w granicach od
zera do nieskorficzonosci:

LFO) = F(s) = f f@© - etde ()
0

Dzieki temu réwnanie rézniczkowe zostaje
zastgpione réwnaniem algebraicznym.

Po rozwigzaniu réwnania algebraicznego,
wyhik sprowadza sie do dziedziny czasu za
pomoca odwrotnego przeksztatcenia £71,

wykorzystujgc tzw. wzér Bromwicha—Mellina.

W tym celu funkcje zmiennej zespolonej
F(s) mnozy sie przez e5t, catkuje wzdtuz
pionowej prostej na ptaszczyznie zespolonej

. . . L1
i mnozy przez wspoétczynnik ;j:

LYF}=f®

1 Cc+joo (2)
= o j F(s)-eStds
c—joo

Anna Gibas, Jakub Grzeda

Bezposrednie rozwigzywanie réwnan
rézniczkowych w dziedzinie czasu jest
czesto bardzo pracochtonne. Z tego
wzgledu w analizie uktadéw automatyki
powszechnie stosuje sie metode
operatorowa opartg na opisanym
przeksztatceniu.

obszar czasu t

FUNKCJA RZECZYWISTA ODPOWIEDZ

ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ OBIEKTU

T 0 Rachunek
L f, P, e > rézniczkowy f(t)

PRZEKSZTALCENIE PRZEKSZTALCENIE

PROSTE £ ODWROTNE £
LLf(t)} LHFs)}
Rachunek

N operatorowy

h 4
| F(s), sF(s), SZF(S)/ (przeksztatcenia M

FUNKCJA ZESPOLONA a|gebraiczne) TRANSFORMATA
ZMIENNEJ ZESPOLONEJ ODPOWIEDZI

obszar zmiennej zespolonej s

Rys. 1. Schemat metody operatorowe;.
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TRANSMITANCJA OPERATOROWA

Transmitancja operatorowa jest funkcjg
wymierng zmiennej zespolonej s,
stanowigcg matematyczny opis wtasciwosci
dynamicznych uktadu. Definiuje sie ja jako
stosunek transformaty Laplace'a sygnatu
wyjsciowego do transformaty sygnatu
wejsciowego przy zerowych warunkach
poczatkowych:

G(s) = ——= (3)

gdzie:
G(s) — transmitancja
operatorowa uktadu,
Y (s) — transformata Laplace'a
sygnatu wyjsciowego,
X(s) — transformata Laplace'a
sygnatu wejsciowego.

Charakteryzuje sie ona nastepujgcymi
cechami:

® Zalezy wytacznie od struktury
i parametrow samego uktadu, a nie
od sygnatu wejsciowego.

® Nie odwzorowuje jednoznacznie
budowy fizycznej obiektu — rézne
uktady (np. elektryczne, hydrauliczne
i mechaniczne) moga miec doktadnie
te sama transmitancje operatorowa.

® Umozliwia tatwe wyznaczenie
odpowiedzi uktadu na dowolne,
dajace sie przeksztatci¢ wymuszenie.

® Moze zosta¢ wyznaczona zardwno
analitycznie z réwnan rézniczkowych,
jak i eksperymentalnie na podstawie
odpowiedzi uktadu na znane sygnaty
testowe.

Anna Gibas, Jakub Grzeda

Charakterystyki elementéw automatyki

Znajac transmitancje oraz sygnat wejsciowy,
odpowiedz uktadu wyznacza sie
z zaleznosci:

Y(s) = G(s) - X(s) (4)

a nastepnie przeprowadza odwrotne
przeksztatcenie Laplace'a:

y(®) = L7HY ()} = L7HG(s) - X(s)}  (5)

CHARAKTERYSTYKI CZASOWE

Charakterystykg czasowa nazywa sie
przebieg sygnatu wyjsciowego uktadu

w funkgji czasu w odpowiedzi na okreslone
wymuszenie podane na wejscie uktadu
znajdujacego sie poczatkowo w stanie
réwnowagi.

Zastosowanie znormalizowanych sygnatéw
testowych umozliwia poréwnywanie
wiasciwosci dynamicznych réznych uktadéw
oraz wyznaczanie ich parametréw
dynamicznych.

Najczesciej stosowane sygnaty testowe to
wymuszenie skokowe, impulsowe
i rampowe (Rys. 2, Tab. 1).

W praktyce najczesciej analizowana jest
odpowiedz na skok jednostkowy (a = 1),
poniewaz pozwala ona w prosty sposdb
wyznaczy¢ najwazniejsze parametry
dynamiczne uktadu, takie jak stata czasowa,
opdznienie, przeregulowanie, czy czas
ustalania.

Oprocz charakterystyk czasowych do opisu
wiasciwosci dynamicznych wykorzystuje sie
réwniez charakterystyki czestotliwosciowe,

omawiane w dalszej czesci kursu.
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X — o0

\

Charakterystyki elementéw automatyki

\

Rys. 2. Typowe wymuszenia: skokowe, impulsowe, liniowe.

\

Tab. 1. Typowe charakterystyki czasowe oraz odpowiadajgce im wymuszenia

typ charakterystyki

charakterystyka
skokowa

charakterystyka
impulsowa

charakterystyka
rampowa

typ wymuszenia x(t)

wymuszenie
skokowe x(t)

wymuszenie
impulsowe §(t)

wymuszenie liniowe
zalezne od czasu

x(t)

opis wymuszenia x(t) =0-1(t) f;m s(t)dt =1 x(t)=0

dlat<0 dat<o0
6(t)=0

x(t) =a-1(t) dlat #0 x(t)=b-t-1(t)

dlat=0 dlat>0
O(t) =
dlat=0

Transformata
wymuszenia X (s)

X(s) = L{x(®)} =<

Xs)=L{s®)}=1

b
X(s) = L{x(D)} = —

S

Charakterystyka
czasowa

y(t)
=L7HG(s) - X(s)}

y() = h(t) .
=1 {G(s) ';}

y(t) = k(t)
=L7HG(s) - 1}

y(@©) =v(t)
- o2

Anna Gibas, Jakub Grzeda
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CHARAKTERYSTYKI CZASOWE CZLONOW PODSTAWOWYCH

Dla przedstawionych wczesniej w tej instrukcji podstawowych cztonéw automatyki mozna
wyznaczy¢ ich transmitancje oraz charakterystyki. Ponizej podano wybrane charakterystyki
czasowe wszystkich cztonéw podstawowych obliczone na podstawie Y (s) liczonych jako
iloczyn transmitancji tych cztonéw oraz transformat sygnatu wejéciowego L71{G(s) - X(s)}
podanych w Tab. 1

CZON PROPORCJONALNY

W cztonie proporcjonalnym (bezinercyjnym) w kazdej chwili czasu sygnat wyjsciowy y(t) jest
proporcjonalny do sygnatu wejsciowego x(t).

Transmitancja cztonu proporcjonalnego: G(s) = k

gdzie k to wspdtczynnik wzmocnienia, stosunek odpowiedzi y(t) do wymuszenia x(t).

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:

® skokowa H(s) =k % h(@t) =k-a-1(t)

® impulsowa K(s)=k-1 k(t) =k-6(t)

® rampowa V(is) =k -s% v(it)=k-b-t-1(t)

h A k A v A = k X
k - o
h=k-x
x=0 _
- - a = arctan(k - b)
t t t

Rys. 3. Charakterystyka skokowa, impulsowa i rampowa dla cztonu proporcjonalnego.

Przyktadem realizacji cztonu

proporcjonalnego jest ﬁ'
. - . O I 1 O
rezystancyjny dzielnik napiecia.
Transmitancja czwdrnika jest dana wzorem: R2
Ry o ¢ O

G(s)=k=

Ri+R ©)
! 2 Rys. 4. Czwornik proporcjonalny.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 4 Politechnika Wroctawska
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CZEON INERCYJNY PIERWSZEGO RZEDU

Odpowiedz czasowa cztonu na skutek pewnej bezwtadnosci (inercji) charakteryzuje sie
wystepowaniem stanu przejsciowego, po zaniknieciu ktérego sygnat wyjsciowy staje sie
proporcjonalny do sygnatu wejsciowego (ze wspdtczynnikiem proporcjonalnosci k)

Transmitancja cztonu inercyjnego: G(s) = ——

gdzie k to wspodtczynnik wzmocnienia, T to stata czasowa

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sg wzorami na podstawie:

k a 2
® skokowa HG)=—=-2 h®)=k-a-(1-e77)-1(0)
k A
® impulsowa K(s) = b 1 k()= S 1(t)
kK b _1
® rampowa V(s) = . v(t)=k-b- (t —T- (1 —e T)) -1(t)
h A k k v A
KaX— T
0,63k - x+ d E
: i 036k
| ! T
T E - a = arctan(k - b)
> | - <> | ; -
— >
3T Pt T t T ‘

Rys. 5. Charakterystyka skokowa, impulsowa i rampowa dla cztonu inercyjnego I-rzedu

Przyktad realizacji cztonu inercyjnego

przedstawia czwornik RC inercyjny. ,i'
o, | O
Transmitancja czwdrnika RC jest dana C
wzorem: —
i 1 o, O
G(s) = = (7) o
Ts+1 RCs+1 Rys. 6. Czwornik RC inercyjny.
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CZEON CALKUJACY IDEALNY PIERWSZEGO RZEDU

W cztonie catkujacym idealnym sygnat wyjsciowy jest proporcjonalny do catki sygnatu
wejsciowego.

Transmitancja cztonu catkujgcego idealnego pierwszego rzedu: G(s) = g = %

gdzie k to wspdtczynnik wzmocnienia (tzw. predkosciowego), T; czas catkowania

Jezeli na wejsciu cztonu catkujgcego idealnego pojawi sie sygnat staty to sygnat wyjsciowy
bedzie narastat w funkcji czasu liniowo. Wspdtczynnik k reprezentuje stosunek pochodnej
wzgledem czasu (predkosci) odpowiedzi do wartosci wymuszenia, stad tez nazywany jest
wzmocnieniem predkosciowym.

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie:

® skokowa H(s)=%-% h®) =k-a-t-1(t)

® impulsowa K(s) = % 1 k(t) =k-1(t)

® rampowa V(s) = S -S% v(t) = %- t2-1(t)

A A A
h h=k-x k v h=k-x
k=k-x
a = arctan(k - b) - -
t t t

Rys. 7. Charakterystyka skokowa, impulsowa i rampowa dla cztonu catkujgcego idealnego
[-rzedu.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 6 Politechnika Wroctawska
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CZLON ROZNICZKUJACY IDEALNY

W cztonie rdézniczkujgcym idealnym sygnat wyjsciowy jest proporcjonalny do pochodnej
sygnatu wejsciowego wzgledem czasu.

Transmitancja cztonu rézniczkujacego idealnego: G(s) = ks = T4s

gdzie k to wspoétczynnik wzmocnienia, T4 czas rézniczkowania

Poniewaz stopien licznika transmitancji jest wyzszy od stopnia mianownika czton ten jest
niemozliwy do zrealizowania w praktyce i moze by¢ modelowany jedynie w przyblizeniu.

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie :

® skokowa H(s) =ks = h(t)=k-a-6(t)
® rampowa V(s)zks-sﬂ2 v(t) =k-b-1(t)
h A y A
2 h->
v=k-x
t t

Rys. 8. Charakterystyka skokowa i rampowa dla cztonu rézniczkujgcego idealnego.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 7 Politechnika Wroctawska
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CZLON ROZNICZKUJACY RZECZYWISTY

W cztonie rdézniczkujgcym idealnym sygnat wyjsciowy jest proporcjonalny do pochodnej
sygnatu wejsciowego wzgledem czasu. Czton rézniczkujgcy rzeczywisty jest uktadem
ztozonym z szeregowo potaczonych cztondéw: inercyjnego i rézniczkujgcego idealnego.

ks
Ts+1

Transmitancja cztonu rézniczkujacego rzeczywistego: G(s) =

gdzie k to wspodtczynnik wzmocnienia, T to stata czasowa

Poniewaz stopien licznika transmitancji jest wyzszy od stopnia mianownika czton ten jest
niemozliwy do zrealizowania w praktyce i moze by¢ modelowany jedynie w przyblizeniu.

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie :

1
® skokowa H(s)=—=-2 ht)=2-a-(e77) 1()
1
® rampowa V(s) = T:’Jsrl -S% vit)=k-b- (1 — e_?) -1(t)
v A
"
T KaX—
0,63k - x d E
0,36 k ' |
T ! |
T ! R
<> > i -
T t > t

Rys. 9. Charakterystyka skokowa i rampowa dla cztonu rézniczkujgcego rzeczywistego.

Przyktadem realizacji cztonu rézniczkujacego

b )

rzeczywistego jest czwornik RC (o) O
rézniczkujacy rzeczywisty.
R1
Transmitancja jest dana wzorem:
O ¢ O
ks RCs
G(s) = = - A
Ts+1 RCs+1 Rys. 10. Czwérnik RC rézniczkujacy

rzeczywisty.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 8 Politechnika Wroctawska
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CZEON OSCYLACYINY

W cztonie rdézniczkujgcym idealnym sygnat wyjsciowy jest proporcjonalny do pochodnej
sygnatu wejsciowego wzgledem czasu.

kw02

Transmitancja cztonu oscylacyjnego: G(s) = Frotstad
0

gdzie w, to pulsacja drgan niettumionych, & to wspdtczynnik ttumienia

Poniewaz stopien licznika transmitancji jest wyzszy od stopnia mianownika czton ten jest
niemozliwy do zrealizowania w praktyce i moze by¢ modelowany jedynie w przyblizeniu.

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sa wzorami na podstawie :

_ kwo? a
® skokowa H(s) = FraEstan s
_ _eTéwot 1/1—52)
h(t) =k-a (1 e sin (wo t +arctg = 1(t)

AN

\

& »
<4 P

T T t —‘ T T t

Rys. 11. Charakterystyka skokowa dla cztonu oscylacyjnego dla réznych wartosci
wspotczynnika ttumienia £ = 0,& > 0oraz ¢ < 0.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 9 Politechnika Wroctawska
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CZLON OPOZNIAJACY

Sygnat na wyjsciu cztonu opdzniajagcego pojawia sie nie w chwili doprowadzenia sygnatu
wejsciowego, lecz po uptywie czasu oznaczonego przez .

Transmitancja cztonu opdzniajacego: G(s) = k - e~ "0

gdzie k to wspdtczynnik wzmocnienia, Ty opdznienie

Odpowiednie charakterystyki czasowe y(t) dane sg wzorami na podstawie:
® skokowa H(s) =k -e %S g h(t) =k-a-1(t —14)

® impulsowa K(s)=k-e ™51 k() =k-5(t—1p)

® rampowa V(s):k-e-foS-s% v(t) =k -b-(t—1p) 1(t —1p)
h A K A v A ke x
A ko oo
h=k-x
kexd- - -
a
:T0= t :T0= t <1'_0>| t

Rys. 12. Charakterystyka skokowa, impulsowa i rampowa dla cztonu opdzniajgcego.

Anna Gibas, Jakub Grzeda 10 Politechnika Wroctawska
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STANOWISKO DYDAKTYCZNE

Cwiczenie polega na badaniu charakterystyk skokowych cztonéw dynamicznych
zrealizowanych w formie czwérnikéw RC. Charakterystyki poszczegdlnych cztonéw
zdejmowane sa w uktadzie pomiarowym pokazanym na

Generator fali s I .uI:I

prostokatne; 1

y T.
L1

Rys.1.17. Uklad pomiarowy do zdejmowania charakterystyk czasowych

I
W W AN

|| kanal 0

[]I

kanal 1

Qoo0
- -

Rys. 13. Uktad pomiarowy do rejestrowania charakterystyk czasowych.

Zamiast pojedynczego sygnatu skokowego na wejscie badanego cztonu doprowadza sie

Z generatora cigg okresowo powtarzajacych sie sygnatéw skokowych (fale prostokatng). Na
wyjsciu otrzymujemy przebieg okresowy, ztozony z ciggu charakterystyk skokowych danego
cztonu. Graficzna prezentacja przebiegdéw jest uzyskiwana za pomocg komputerowego
programu scope (prosty, cyfrowy oscyloskop). Na kanale O obserwujemy sygnat wejsciowy
z generatora Uy, @ na kanale 1 sygnat wyjsciowy z czwornika U,,y.

ZADANIA DO WYKONANIA

1. Uruchomic program scope.exe.

2. Przejs¢ do okna graficznego (poleceniem Run z menu gornego).

3. Potaczyc badany czwdrnik na tablicy ¢wiczenia (zanotowac wartosci elementéw RC).

4. Naciskajac klawisz uruchomic rejestracje. Na monitorze powinien by¢ uzyskiwany
mozliwie duzy, pojedynczy przebieg. W tym celu: - szerokoscia przebiegu sterowad
poprzez ewentualng zmiane skali czasu (opcja Time/Div.) i czestotliwos¢ sygnatu
z generatora. Zanotowac wartos¢ podziatki czasu!, - wysokos¢ przebiegu dobrad
poprzez zmiane wzmocnienia obu kanatéw (opcja V. Scale) oraz amplitude napiecia
Z generatora.

5. Wydrukowacd uzyskany przebieg wykorzystujac opcje H.Copy (poprzez dwukrotne
nacisniecie klawisza c).

Anna Gibas, Jakub Grzeda 1 Politechnika Wroctawska
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6.

Charakterystyki elementéw automatyki

Dokonac ponownej rejestracji i wydruku przebiegu przy innych wartosciach
elementéw RC (tak, aby przebiegi réznity sie od siebie np. duzg i mata statg czasowa).
Sprawdzi¢, jaki wptyw na ksztatt charakterystyki skokowej ma zmiana poszczegdlnych
elementéw R i C cztonu. Do jakich cztonéw zbliza sie badany czton wiasciwosciami: -
przy bardzo matej statej czasowej, - przy bardzo duzej statej czasowe.

Punkty 3-7 powtdrzyc dla kolejnych czwérnikéw RC ustawionych w nastepujgcej kolejnosci:

a)

b) c)

Rys. 14. Zestaw czwornikéw RC badanych w ¢wiczeniu: a) proporcjonalny, b) inercyjny I-go
rzedu, c) rézniczkujgcy rzeczywisty, d) opdzniajacy faze, e) przyspieszajacy faze, f)
opdzniajgco-przyspieszajgcy faze.

OPRACOWANIE SPRAWOZDANIA

Sprawozdanie powinno zawiera¢ dla kazdego badanego czwérnika:

1.

2.

Schemat potgczen i wartosci elementéw RC,

Teoretycznie wyprowadzenie transmitancji operatorowej G(s) cztonu. Wyrazenie
parametréw transmitancji: T, k (ewentualnie a) jako funkcji odpowiednich elementéw
RC i wyznaczenie ich wartosci liczbowej (patrz przyktad obliczeniowy) - dla kazdego
z cztondéw parametry transmitancji oblicza sie dla dwéch wybranych wczesniej
wartosci elementéw RC,

Graficzne wyznaczenie z wykresdw parametrow transmitancji i poréwnanie ich

z wartosciami uzyskanymi w punkcie poprzednim,

Omoéwienie zaobserwowanego wptywu zmian wartosci poszczegdlnych elementéw R
i C cztonu na ksztatt charakterystyki skokowej (powigzac parametry RC ze statg
czasowa T, wspodtczynnikiem wzmocnienia k, ewentualnie wspdtczynnikiem a).

Sprawdzi¢ zgodnos¢ obserwacji z wyliczeniami teoretycznymi. Oméwi¢ mozliwe przyczyny

Anna Gibas, Jakub Grzeda 12 Politechnika Wroctawska
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ewentualnych rozbieznosci wynikéw doswiadczalnych i teoretycznych oraz przedyskutowac
granice zaufania do wynikéw identyfikacji eksperymentalnej.

PYTANIA KONTROLNE

Podaj wzér na transmitancje operatorowa oraz go omow.

Do czego stuzy proste i odwrotne przeksztatcenie Laplace’a?

Co trzeba zna¢, aby obliczy¢ odpowiedz uktadu?

Czym réznig sie wymuszenia: skokowe, impulsowe i rampowe?

Czym rézni sie wymuszenie od charakterystyki czasowej?

Czym rézni sie H(s) od h(t)?

Jaki wptyw na odpowiedz uktadu ma typ cztonu?

Ktdéry czton nie jest mozliwy do zrealizowania w praktyce? Dlaczego?

Dwa uktady majag ten sam sygnat wejsciowy, ale jeden reaguje natychmiast, a drugi
z opdznieniem. Ktéry z nich wymaga opisu dynamicznego?
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